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Abstract 
1n finite Fourier transiormation there ar巴 C色rtainoperational pro-
perties similar to those of Laplac巴 transformation.
G. Doetsch， L. Fantappie， H. Kniess， and other mathematicians hav巴
been studying the above properties， H. Kniess esp巴cially，derives th巴
fundamental oper・ationalrelation in finite sine and cosine transformation， 
and applys them for the simbolic calculation of the ordinary difierential 
equations. After that R. V. Churchi1， in his text， adopts th巴 same
method in solving the potential in slot， that is denoted by Laplace's partial 
differential equation. 1n this paper， denoting th巴 finiteFourier transfor-
mation in a rectangular domain by L and integrating th巴 conditionof 
equiIibriul11 of forc邑sof the thin plate， the pl乱n巴 stress，and the plane 
strain， th邑 writerobtains the inverse transformation of displacements 
in them. 
l まえがき
有限な Fourier変換は一品種の変換法則を有しているが， その特性は Laplac己変換の演算
子的特性に類似している。これについては G.Doetsch 1， L. Fantappie 2，及び H.Kl.I-
εss 3等が広汎な研究をわーっている。 ことに H.Kniessは基本変換式を導いてこれを常微分
方程式の記号解法に応用した。またR.V. Churehillのテキスト生には短)f;境界を有する
Laplaceの偏微分方程式.例えば Slot内の Potentialの解訟にこの変換を芯用しているが
1 G. Doetsch Math. Ann.， 62， 52 (1935) 
2 L. Fantappi己:M巴moriederr乱 classescienze fisiche matematichee 
e naturali 4，汚-69(1933) 
ヲ 11.Kniess Math. Zeitsch.， 44， 226-292 (1939) 
4 R. V. Churchil1 Modern Operational Mathematics in Engineering， P.282 (1944) 
(123) 





f(x) [工変数万の或る有限区間1とで部分的に連続な反i激を表わすものとし その変換を O
~a までとすれfi次の積分
つ¥'-， ・・・・・・ノ ， (n=l， 2，J>(x) si丸山勺竺 dx
( 1 ) J>ωcosJ子一一似 (n= 1， 2， 3，……〉





で、表わす。 この演算は f(x)の有限な 81位変換，及び cos変換と呼ばれるものでいずれも自
然数 m のみの長i数を生ずる。そして Fourier叡数の理論によって




1 rα 2 _ 1c幻ザ
f(x) =-~ J 0 j(x) dx+α5cos-J-z川市 [j(x)]











山 Lu]=f:f;crym 子 Xsinτ グdxdy， 
(120 
前記の演算:記号を拡張
( 4 ) 
C 5) 
(6) 
( 7 ) 
平板及び半面性弾問!甚に対する有限なフーリエ変換の応用
ただし m， n=1， 2， 3， 
そうすれば次の逆変換関係が存在する，すなわち
4 制ヴザ n 
Sxy =一一一-k k sin三ケxsin-''i.':_ Y・s悩 8"[ SXy]， 
包NU m n u. v 
/;x耳 =-!;-J:ω x dyート-LEC031マィ:c協 [S"，y]dy 
キ;bEC昨匁;-yJ:C隅[と刊]dx
r 
十 ム5pcos o ZMω…C∞Oωs -6-yρ川@イc，ι仏η哨心J泌b?η27汀
ァ . m7t rb 
S.ry =ネ-581n fx joS哨[/; '"Y ] dy 
十今日sinぞ XCOS 字y.8川 C心
ど叩= f65sin-竿y. J~ 8" [ S xy] dx 
















よ J/X vy 
とし同じく張り岡IJ度を Cx， Cy 6 とすれば Z 方向曲げモーメ
ント Mx，y 力向曲げモーメント M~， x及び y方向摂りモ
ーメント Mxy，Myxはそれぞれ
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?? ?δ2 t ¥ 
δy' ) 
MJ=-Nufp-C +UT TC} 




(c) M.戸 -c"~O.á 'δ17δy .MxlI=-CJ手三一-OXOV 
とかくことができる。板に作用する荷重を qf(XY)とすれば力の釣合の方程式は





























f32Mり LdA=ff打σT _O~τ川y叩LバT=凶/片=JδXδIy --. -J 0し δX -Jy誌 0'" J oL--~U 0ツ」必=0".__. '.J ツ







一11Mれ LT T'十 (MxlI 竺ιd.4
LL Jo Jo.! dX dy 
L dx = ('10堕主'1i-LT=ちrix







したがって X，Y方向の周辺皮力をそれぞれ RxRy とすれば
(126) 






三円)j(};えび三ILI(JÎ似性|淘岐に対するイn浪 !t:. フーリエ変換の I，~~li 
R，=δMy oMxν+δMyx 1 一一一一一一一 一y- δIy TδX I OX ' J 
の関係があるから (15)，(16)， (20)， (21)の各式より
f{ 0;盟十 δ77-十回チ十三や}凶=中川LdAox2 δ3δvδxδ'Y oy 
は次のようになるo
f1RxLJごの+J:[R4;:尚一[(Mxy十Myx)IJ:
-f1 Mx ~~-J二dx-fI略号 ];:w
{( ，. 02L δ2 L " ;r 02 L ) " r 十Jt Mx-~x~ . +(比百十Myx) δxay-十My み~jdA:= qJ f(勾)LdA
また一方
次に









+ f1 ~f- (Ny 手 +NJU23)]:::出
-JP(N4十Nx~ノJL)]ごの
十f{Nx-手十(VyN:;十VxNy)万三LE十NU3ji)CM，
(24)， (25)， (26)を (23)に代入すれば









一-fIM杭lげ肌5'1立]工:::汐向 十寸J工日:1[:立~(付N必2主刊 N叫v:3 )江]l:二:〉dz
十寸f1立(付Nν:弘2十hれ判判川v門町'yμl肌1
川 U6J芯品芯芯zるk叫十CιルU
δ3L δ3 L ¥ l~~ ゐ fTδ2L lαlb 
十円Nx "~.，，L:".. +CCx十Cy) "，V__ i~:~ ) l' dx -CC♂十Cy)lll;-;:一一II xδx20y I ，'-'X I v δ，x2δ'y )Jy~O~"" '-~X' '-'Y/LL ~ oXッJoJ。
一[[CMxy十Myx)LIJ: + f (札誌 +{llyNx+vxNy
δ'L δ'L ¥" ，' r 十Cx十C九百戸十N -jcdA=qjf(勾)Lμ.Uδ'y' ) ~ ~.. '1 J 
上式中山inケーin_1:子y とおいて
ら[1; X~o ] =一(勺りか-1川。ーとo}-(ケySm[( 詳 )Y~J ， 
S，[ 1; y~b ] =一件){C- 1)m l;αLfob)-(ゥμ[( 話 )Y~J ， 
Sn[ 1; X~O ]二 (nb7t){C-1げ ob-Lo)-(7)2sn[(33)J，
Sn[ I; x~a ] = -(子){c川 α叫ab--ド一4一
の関係をj適盈用して S柿 Sιn[2;]の逆j返垣?換灸をf作下れば
m~τ. 悦7t
ペ Sln 円 X・Sln"-c Y r 
t;= ー~-~~…ー一-Lτ 二一~4 一一._ ¥4 I UiV m n Nx{ 
竺一
) +2B三竺，. ι 十N匂(--";<) L 
1α / a" 0唾"¥0 / 
( ケ)バ(か(円〉アmSn【口〔肌ん]ト一 S，ι必パる[C 肌)ルんんμ刀h山"~oJ司
(ド7子引)バ{C←一v品川[口(肌hル山凶ニ~bJιJ-Sム品バ【日(M，叫Uρ山山)λんνド円=斗oJサ) 
一{Nx(ケ)3十 (v_，Ny十Cx+Cy)一信:r3}(ヲ釘
{ (-1川 n[(宗 )J-sn[( 詳 )y~.J}
一{N y (_!1-!f-r十(1州十Cz+CuJ;ゲ}(-!7iY 







ただし， 28 = v:rNy十円 N:r十Cx十Cy，
上式中 sn[じ〔机恥)X=一α
品叫吋[C杭配肌)λY=b]. s"品叫吋乙，[CじM，川ρ山山川ν件山y=oJ吋0]， Sn品叫吋る{引[(与)y=J， 叫(誌)v=Jはそれぞれは
び、 m のみの盈凪l数で一辺におげる2fr伺!問母づづ、つ百計18伺の境界条円件2カか￥ら Z永Rめられるみ" 玖次?にどι(，b，Sιtα1 
So叫b，ど。。なる四隅における沈下は四隅における条件から求められるの
lV等方板の曲 iず
この場合には板の曲げ剛度は N=Eh3/12Cl-v2) Chはt之の早さ iノは板のぷアソン比〕板
の操り剛度は NCl-v)/2で表わされるから

















-N fl1;(宗十C2-吋:ι)J:dx -2NC1-v)[[づら]:]: | 
十2[[MEATl+NJc(22十25持+25)ωイfC川 ωj
上式中 L=siu__!竺竺 x-sinn7ry とおいて逆変換を作ればb 
mπ 1Z7t 
A SlU-_--X.Sl立五 y ~ AAA_ ( 
ど=-J EZ 
/ー一一一六












また L = sin ~塑7r z-cos f竺?とおいて道変J北小式 (0)を毘いればとは次の形になるのb -' ~"-， -，一一
mυ7庁r 
C←= 二れ計5?一子亡:〆が一1γkイt一"[(一七乍引引竺斗吋){卜Cトト円山←-]わ)f:〉〉(リ川ル
¥ a / 
-N(九づか-mf:(仏 =ady-J: COXニodグ)十 S"心 RY)Y=b]
Sm [CRy)y=oJ-め(ケ)"{ι[(J5)J一品[(ifL])
-η17t n7t 
~" 1 ， sln -x・COS--'.--')I r 
トq j ;F&ιn正以[
一 川l¥α )'¥b)J '-
い子){ C_1)m Cn[(l叫んJ-Cb[〔M 〕Z41)一C_1)n S"，[CR山




m， n = 1， 2， 3，・
同じゃうな方法で境界未知数 Sm[(Rん=ι Sm[(Ry=oJ， 5'汎I(-~~~ì . l 
L¥ O'V /y=o.J 


























(~;-)o。(ごt，(-~5-)αo ， (ご)川 3
であり，
を調整すれば求める挽みとが得するように
と n，a ~二 b， x 2二の場合は公式 (34)I{~ m T mn:. !__ n7t I~ = COS "-~ --x  sln -'i Y られる。次に
と代入して逆変換公式 (9)をL=co!';-rn汀 幻じだ=cos 一て x. COS 7. V η yを交代Lて求められる。最後に
mn: 
~ COS --X +ス G士 、r
ab才
N(_~n:_)4 












-Cm!( -~-~-i l}-(-1川(M.山bー (Mι山〉十 (Mxy)凶ー〔拡ρ。
L¥ιrv ノグ ~O _Jノ
?，????? ? ??? ??



























十N{( す y 十 ν( ケ )2)( 〔-1)叫(~5tJ-ι[(ご)Jj
(131) 
372 能 1汀 *il !J住
叫仏[fC勾)Jー 附αb山山一此αo山
m， n = 1. 2， 3， 4， 
ヒ式中 8個の境界未知数 Cn[(Ra')x=uJ. C，[CRx)x=o]， C"，[(R?，)V=bJ. C品[(Ry)y=oJ，
























δ2M~ .. 32λ11'11 δ2M" 。一十2一一ーし十 U δ2X2 • - OXδyδly2 
= q • f(xy)ーと .K . (36) 
適合の{午式(30)の関係と上式の L変換の部分積分から公式(32)と類似の公式が作られる，
その相違は (3吋左辺の終項 Nf仁川 dA.の代りに Nfr(幻十KL)dA となるだけ
であるが，これを利用してどを求める。
sinケェ shTYによるどの解，
"in _m7t 'Y. "in n7t '^ r n~一五-x. Slll b Y  m方 ( 
ど= rー:-'k 2; 一一ーエ ノ一二百て2 - -1 三 イ(-1)η'S，[CM，)cコイ，J
UU m η N-l(_mn)十(":' ) ~十K L '-" 
~\aJ ¥fJ JJ 
-Sn[(M九 oJ} +!Z; { (_l)nSm[(MρU=bJ -Sm[(Jl1山4
-N{(竿)8+(2-v〉mZ1)(よ)"{日川悦[(手)x=J
-Sn[(手t=J}-N{(プr十(2-u〉mir)(7fJ 〉(37)
{(ーη Sm[(詳~1=J -Sm[( 詳~)Y=J}十qSmSn[f(勾 )J




m7t n cos d x・COS-'"b" Y による解
m7t 、
= 1， r q.fS勾 )dA+2zm d z i f l |一一一 I-(-1)叩 ICRx)x=αdy I 
J [( UH， ab-:; N(-m;-_)'十K L J l 





十 qlCm[f(xy)Jdy I + "'.-2 u 1(-1ηI ~ (R"J"_hd J OVmL) ¥""'Y )J""Y J 川可子ydlLj jo川 =bの
-f〔Ru)podZ4RFY(〔-1)ηr"(豆町 dx -Iγ笠idx} Jo .-.- ¥b/l' -'JO¥δyノy=b". J 0 ¥δIY)ν=0 -.. ) 
一イ4引ι引，[問〔ぽRιル♂dふふん川)xん」比X=巾凶副叫αιJ+刊刊叫叫ι引山J必正b[(慌R巴X)いxんX=珂副oJ+十竹叶Uベ(竿引)片21下WW(作伶阿州Cι叫吋n[(-~凱;O仏)x=凶=J司αJ一Cι，{( 之お一)λLυtμ♂h叩x=J}剖  ]刀) 
←山 叫 )λんトαω「川u-刊一ベCM肌ρ山川〉λh川o凶Ob}寸
CηZ7t 似os-d x-cos二百-y r 十
ab日つ互王'¥三召五五子二1-(-l)mCn[(R.r)x=aJ十C，[(Rx)x=o]. l ¥α/ ‘¥ b ) ) -， a .. 
一(一l)nCm[(R山]十C刑判
{( -l)mc{(芸t=J-ι[(芸)J)+N((マy十ν(_ma7t)'} 

















(b) MlI = -N(笠ー十 U壁一+_2白山"-i ¥ oy“ dX冶 比 j
Cc) Mxyニー(1-u〕NF11。品む"V
の関係があるから釣合の式 (31)と上式から X，Yについての変換を作りとを求めれば
_=_ m7t n7t 
一 、回一ー 一一一一.， 一回一 一 ， 
CZ4hRテ川ーらy-l(ケ){刊川九]
-S，[CM:r)γ=oJ十(す){Cー η Sm[CMY)lI=b] - Sm [CM山 oJ
-N{(~~7)' 十(い〕当1)(よ)'{(ー・川n[(1}-t=J 
(40) -sn[(手)J)-N((T)1〔2-Y〕九3f)(ふy
{( -1)ηSm[( -OX'-)Y=b ]ーら[(詳)Y=J}]
バ・ m7t . n7t 
4 SlJ1 - X・sm一一引
十5子一 -5而 J二一(ふb(_l)m+n←仁川_l)m- So"( _1)n吋 o)
. m7t 符7t
4 2(1十v)α{-51nα X'sm ，-Y 
---ab 五 汗一五反一一2
ー
7示一一五 S川 S"[t"] 
¥α/
巴
¥ b ) 
m， n = 1， 2， 3， 
上式から四辺共，単純支持の場合は
Sx~'α= S:r二o= S y~b ごとド0=0





















???? ? ? ? ?
?
σけや!y11: "+ __<l~:， dy 、I • ，. cJy 
l:'dXd~， __ _ _' Xdxdy 






応力度の釣合は Z 方向及びび、 y方向7垂E直)応L力度を σ、，J'， aσ町yグ男断応力度を T九1♂刈?
び y方向物体力を X，yとすれば
δσx 十 ，}r子巴 =x (σ〕
(41) 
δX δIy .~， 
δσ"J 十 OT刊 =y. (b) 
δyδX 
また平面応力の場合の応力と~の閣係は X 方[司 ， y方向の安[立をそれぞれ U，V とすれば
E (OU. δv ¥ 
σz口 1工長"-¥3X十 Vay-)， 
E (δV. OU ¥ 
σy = 1-二五 ¥'aj--r vOx ) 
Txy= G (~μ 十三ι}





J寺山=JbzLI:φ-fσ花号 ω ， (43) 
上:式右辺の第2項に (42)の (σ〉式の関係を代入して更に部分積分を続けれしは








f Txy -~~ω= C I (-ア +;ι)~~μザ .J ¥ cJy cJX / cJy 
ニじiJIu;f];:市 +flvま]:砂
一 lu手LAd-1 0?当 dAi 
.J cJy】 .J cJX cJy / 






E(1十v) fδ2[; ." I I v ，': ~~-dA -1 XLdA =0 . 2(1-v2) Jδzり J
全く同僚にして (41)の (b)式の u変換を作って部分積分すれば
さて
J:[ouur:dz 十 flTXyuJ:::dy一 l~v2-51 vす];:尚
一cfl芸人]:〉 -1与J:[1531]:〉
-cS寸 PLJ]目白 E f(〔ア 日~:) d l u2-Q2 十(1-v〕r' dAOL δZ 百=0_... ， 2(1ー が)J V ¥ ゐ ox'  
E(1十lJ) Iδ2L' .， r lu 一一つ~dA -I Y L' dA = 0 . 2(1ー が)J W aλay IA'.L J 
T m7t n7t ~ =COS a-'X ' SlU -b"y ， 
m7t n7t L' = sin -~~I/'" x・C0S 7' V a n -
とおけば (47)式から
m=Oでは







E .， (n;z-_ y (αSn[u]dx = 0 ， 
2(1ー が) " b } J




E(ロ1十yめ今) mmポr2 ¥ ~ . SmC，[V] . 





T? / 刷局ザ ¥2 /'b 一一一三土一一{μι ) I Sm[U]d.グ2(1ー が)¥ α } J0 -".LVV~--_' 
n = 1， 2， 3，……の場合には
(一-1川 σ町百
一イC，，[以ルいω必h刈=司~O] }一 G( ケ)れーめπC川~Ò] 一 Cm[Uy~o]} -S心口]
=ι27(2(子炉(l-v)(子y} Sm G，[V] 
E(l+v) + --~~'X -r ~~~ _!_竺竺竺二 .C巾Sη[U]. 
2(1-vつ ab
(50)， (52)式を連立に解いて C叫 S，[U]，SηJC，[V] を求め， (49)， (51)式から
J:Sn[ U ]dx， J:Sm[ u ]dy を求めて逆変換を作れば
u= 去さ siu 子y[伊2広fγ)( 去おがy{い伊怜何S，ι削，[μ(
一(山)(会){山nJ:(叫んJ:(Uy~心dx}
ー(山(jb)(cn〔い]-ClJ [Vx~o] }一当竺)(n~ySn[X]J
_ mn: . nn: 


















一よ岩)2m;2 {( _l)n 5m[(σy)y=bJー叫)y=o刈=司J吋0ι]ヰ) 
一斗((仰 Yじ一 ν 竺竺1仰げ~_¥f代〔一1)'η叩匂叫叫る叩匂叫仏Cι仏yηm児仇ZL山\-~b~) αa2五 ) L ¥. ~.J -rn_J VIIy~u _J ~rnLwY=O_j J 
一{(写)s-V233竺}{(-1)税引い]ーC.，[Vx=oJ}












(1十1Y〕f2/m7TY/¥-~~V) {2 (τ)十(い)(J1; -)' }5m C，[YJ 
十 (1十V)2 一 Cm5n[Y] • 2E ab 
上式中 m. n = 1， 2， 3， 
(53) 
(54) 
また 5，[(σ♂)x=α]， 品[(σ，)x=oJ， C，[れ=αJ， Cn[VxニoJ， 5皿[(σν)y=bJ， 5m[(σy)y=oJ， 




平板J及びムド IW~'ìílil 問 i荏に対する 1m，! なブ F リェ変換の応Jll
噛卒 高 耳雪Z:a:. 
この場合にはカの釣合の式は (41)と同じでフックの法主Ijは
2G r δU δv 1 σ"=~二UI(1ーの a~ +勺~-J (α) 
2G ( " ~ ov. ou 1 =一~ (l-v)-~{/- + v':""-I (b) 
1-2v lδyδx ) 
/δu δ。¥
xy= G( -~;- +一)¥δ0' . ox / (c) 
で与えられる。したがって




G fU(幻 -v)内十河)dA.+互 J伊L { --r:-2;--()x2 が 1-21yj ua均 dA.-J XLdAニ 0，
また






fbr δL' 寸辺=α ， 2Gν fbr δL' 寸沼=!X， ~ rαr ?JL' 寸 =b. I -GJ.Lv一語 Jhp-1;JLJJ2uj Otw ay jhp-Gj OLuよ J~=odx ((57) 
f v( 2i=ーのwwl + C J 3玄 j 下長一一三子十夜間山p ht dA-JmFdJ120 
n7t.. T' ・ m7t n7t 
j二式中 L=cos d z-S12-b y， L=S1n d x-cos b-yとおいて逆変換公式から u
及び uを求めれば次のように書くことが出来る。
I 1-21J ( b γf 
u=ιb守山 ;-yL否反ι云y~ -nV7t ) ~ Sn [ (σふ =α]-Sn[(C川内]
1三空 (-:~"=.-i { (ー 1〉nlcsM=b〉dz-fM=o〕dzl2(l-v) ¥ n7t / l '- ~/ J 0 '"V'Y~ur" J ノ






{ (_l)m Sn[(叫司]-S，，[(σx)x=o] )ー -2uZη(山 η 山 (σ山〕
一町内)y=o]}一{(与yーよJZZL)((-M川 =b]
一Cm [Ull=O] }一{(すy一τムウf)((-1川.[い]
1 ( ]ーリリ /例7t¥2 ， ( n7t V) 
-C，[VX=O] --;. {三こ ( -"';;" )十( ~.~<-) i Cm Sn[X] G l 2(1-v) ¥ a ) '¥ b )) 
作Z1t7t2
aι-Sm C" [Y] I 2G(1-v) ~前」
U ZL2~Zsin型 -X l--o-l::2V ， (_a_ Y { Sm[(σ山]-S"，[(σy )y=O] } b前 α L三百百二万〔弘げハ 7
1ゴι(-_.~-i {(ー l)miO (Vx=α)dx - iO (Vx=o)dX) 2(1-v) ¥ m7t ) l" ~/ J 0 "V~=U/~.. J 0 ，- v~=ur" ) 
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m， n = 1， 2， 3， 
立む す び
以上直交座標 x，yの (0a)， (0 b)で示される12形領域で，弾性平板及び二次元弾性問題
の力の釣合式から有限な L変換を作り， フックの法[lJを考慮Lながら部分程i分を施して究位
(140) 
ネ仮及び'f而gìÎi性問題に対する有限な 7~ リヱ変換の応用 381 
についての L変換を誘導した後 Lに逆変換関係を有する画数を代入Lて一般解を求めたの
である。この方法によれば
1積分未知数として境界における物理的条件がその鹿表わされる。
2平田応力，又は平面歪のような2次元弾性問題は，従来のように AirvJ;'undionなど
を用いることなく，変位が， 2元 1次連立方程式を解くことによって直ちに求まる。
という二つの特徴がある。木論文においては，平板及び2次元弾性問題について一般解を誘導
しただけで、数値計算は行っていないがこれは今後にゆづる。またこの方法は3次元弾性問題に
も適用でき，地震或は円筒設の未知の分野に対して有力な方法と思われる。
(昭和31年4月27日受朋〕
ぐ141)
